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Sobre a Noção Categorial de Proto-topos
[On the Categorical Notion of Proto-topos]
Edelcio G. de Souza*
Resumo: O objetivo da presente trabalho é mostrar como é possível
fazer semântica para linguagens proposicionais em ambientes cate-
goriais que não sejam topos. Proponho a definição de dois tipos de
categorias denominadas categorias com morfismos verdade (CTM) e
proto-topos. Em categorias com morfismos verdade, pode-se definir
as “funções de verdade” que correspondem aos conectivos lógicos de
negação, conjunção, implicação e disjunção. Em proto-topos, pode-se
mostrar que as “funções de verdade” assim definidas satisfazem
certas propriedades desejáveis com respeito aos valores de verdade
verdadeiro e falso.
Palavras-chave: linguagens proposicionais, semântica categorial,
morfismos verdade, proto-topos
Abstract: The aim of this paper is to show how is possible to do se-
mantic for propositional languages in a categorical setting different
from topos. I propose the definition of two kinds of categories called
categories with truth morphisms (CTM) and proto-topos. In categories
with truth morphisms, it can be defined the truth functions that cor-
respond to the logical connectives of negation, conjunction, implica-
tion and disjunction. In proto-topos, I show that the truth functions
defined in CTM’s satisfy certain desirable properties with respect to
the truth values true and false.
Keywords: propositional languages, categorical semantics, truth
morphisms, proto-topos
1. Introdução
Na segunda metade do século XX,
com os trabalhos de Lawvere, Ti-
erney e outros, foi definida um
importante tipo de categoria de-
nominada topos (elementar)1. Em
topos, pode-se desenvolver com-
pletamente a semântica para as
linguagens de primeira ordem,
junto com os conceitos relaciona-
dos de consequência e validade ló-
gica. Descobriu-se, então, que as
sentenças dessas linguagens que
são válidas em topos são precisa-
mente as teses da lógica intuicio-
nista. Um resultado importante e,
de certo modo, surpreendente e fi-
losoficamente relevante2.
*Edelcio Gonçalves de Souza, Departamento de Filosofia - FFLCH - USP, edelcio.souza@usp.br.
1Ver Lawvere 1964, Lawvere 1970 e Tierney 1972.
2Ver Boileau-Joyal 1981. Para a lógica intuicionista ver Heyting 1966.
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Todavia, quando nos restringi-
mos apenas às linguagens propo-
sicionais standard e, portanto, à
definição dos morfismos verdade
usuais, percebi que não era neces-
sário operar em um ambiente ca-
tegorial de topos. Procurei, en-
tão, responder à seguinte ques-
tão: Qual é o ambiente categorial
mais simples que seja capaz de defi-
nir os morfismos verdade usuais que
correspondem à negação, conjunção,
implicação e disjunção?
A resposta à questão acima for-
mulada é a definição que propo-
nho de dois tipos de categorias
que constituem generalizações da
noção de topos. Estas são as
categorias com morfismos verdade
(CTM) e os proto-topos.
2. Topos
Uma categoria C é dita finita-
mente bicompleta (completa e co-
completa) quando todo diagrama
finito em C possui limite e coli-
mite. Nesse caso, C possui objetos
terminais e iniciais e, em C, pode-
se fazer uma série de construções
úteis: produtos e coprodutos de
objetos e morfismos, equalizado-
res e coequalizadores, pullbacks e
pushouts, etc3.
Diz-se que uma categoria C pos-
sui exponenciação se, para cada C-
objeto a, temos um funtor expo-
nencial (−)a : C → C que é adjunto
à direita do funtor (−) × a. Em
termos elementares, isso significa
que C tem produto para cada par
de C-objetos e, para quaisquer C-
objetos dados a e b, existe um
C-objeto, dito a exponencial de b
por a, denotado por ba, e um C-
morfismo evab : ba × a → b, deno-
minado morfismo avaliação, tal que
vale a seguinte propriedade uni-
versal: Para todo C-objeto c e C-
morfismo g : c × a→ b, existe um
único C-morfismo gˆ : c → ba tal
que o seguinte diagrama comuta:
c × a
ba × a
b
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
.
....
gˆ × 1a
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.........
..
g
...............................................
.
evab
isto é, evab ◦ (gˆ × 1a) = g. Segue-
se, imediatamente, que existe uma
correspondência biunívoca entre
as classes C(c × a,b) e C(c,ba)4.
Quando uma categoria C é fini-
tamente completa e possui expo-
nenciação, então C é denominada
uma categoria cartesiana fechada.
Considere um objeto d em uma
categoria C. Um subobjeto de d é
uma certa classe de equivalência
de monomorfismos com codomí-
nio d. Sejam os C-monomorfismos
f : a  d e g : b  d. Dizemos
3Vou utilizar a notação de Goldblatt 2006. Para textos de teoria de categorias em geral, pode-se consultar Arbib-
Manes 1975, Awodey 2010, Herrlich-Strecker 1973 e MacLane 1971.
4Se C é uma categoria e a e b são dois C-objetos, então C(a,b) denota a classe de todos os C-morfismos de a em b.
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que f é equivalente a g, em símbo-
los f ≡ g se existe um isomorfismo
h : a→ b tal que o diagrama
b
a
d
.......................................................
..
f
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
......
..
g
...................................................
....
h
comuta, isto é, f = g ◦ h.
É fácil ver que ≡ é uma rela-
ção de equivalência e, se Mon(d) é
a classe dos monomorfismos com
domínio d, então um subobjeto de
d é qualquer elemento do con-
junto quociente:
Mon(d)/ ≡ := {[f ]≡ : f ∈Mon(d)}.
Se C é uma categoria com objeto
terminal 1, então um classificador
de subobjetos para C é um C-objeto
Ω junto com um C-morfismo > :
1 → Ω tal que satisfaz a seguinte
propriedade universal:
(Ω-Axioma). Para cada mono-
morfismo f : a  b existe um
único C-morfismo χf : d →Ω, de-
nominado o morfismo característico
ou o caráter de f , tal que o dia-
grama
1 Ω
a d
..........................
....
χf
.............................
.
f
.............................
.>
..........................
....
!
é um quadrado pullback.
Com os ingredientes introduzi-
dos acima pode-se definir a noção
categorial de topos (elementar).
Definição 1 (Lawvere e Tierney)
Um topos (elementar)5 é uma cate-
goria E tal que:
i. E é finitamente completa;
ii. E é finitamente cocompleta;
iii. E tem classificador de subob-
jetos;
iv. E possui exponenciação.
Depois que essa definição de to-
pos foi estabelecida, C. J. Mikkel-
son descobriu que a condição ii.
é implicada pelas outras condi-
ções6. Assim, um topos pode ser
definido como uma categoria car-
tesiana fechada com classificador
de subobjetos7.
Um aspecto que vai se revelar
importante para o presente tra-
balho é uma propriedade funda-
mental de categorias cartesianas
fechadas que provém, utilizando-
se exponenciação, da correspon-
dência biunívoca entre as classes
C(c × a,b) e C(c,ba), para todo C-
objeto a e b.
Seja C uma categoria car-
tesiana fechada e 0 é um
objeto inicial em C, então
se existe um C-morfismo
f : a → 0, tem-se que f é
5A palavra “elementar” é introduzida para distinguir essa noção da noção de topos original devida a A. Grothen-
dieck (ver SGA4). No que se segue, a palavra “elementar” sempre será omitida.
6Ver Pare 1974.
7Para uma introdução à teoria de topos, ver Bell 2008, Freyd 1972, Johnstone 1977, Johnstone 2002, Kock-Wraith
1971, MacLane-Moerdijk 2012 e MacLarty 1995.
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um isomorfismo (e, assim,
a é inicial em C).
Segue-se da propriedade funda-
mental acima que: Em uma cate-
goria cartesiana fechada C, todo C-
morfismo 0→ a, cujo domínio é um
objeto inicial em C, é um monomor-
fismo.
Quando a categoria E é um to-
pos, várias propriedades podem
ser estabelecidas. Mencionarei al-
gumas que serão relevantes nas
construções que se seguem8.
Teorema fundamental da teoria
de topos - Freyd. Se E é um topos
e a é um E-objeto, então a catego-
ria slice E ↓ a é também um topos.
Segue-se do teorema funda-
mental dois fatos básicos enunci-
ados a seguir.
Fato 1. Em E, pullbacks preser-
vam epimorfismos. Isto significa
que se o diagrama
c d
a b
..........................
....
f
.............................
.
.............................
.
..........................
....
g
é um quadrado pullback e f é um
epimorfismo, então g é também
um epimorfismo.
Fato 2. Em E, coprodutos preser-
vam pullbacks. Isto é, se os qua-
drados do diagrama
b e
a d
b′
a′
.............................
.
h
..........................
....
g
.............................
.f
..........................
....
k
..............................
f ′
..........................
....
g ′
..............................
h′
são pullbacks, então o quadrado
b+ b′ e
a+ a′ d...............................
[f , f ′]
.......................................
...
g + g ′
..............................
.
[h,h′]
.......................................
...
k
é um pullback também.
3. Linguagens proposicionais
Considere uma linguagem propo-
sicional standard L construída de
maneira usual. L possui, entre
seus símbolos, os elementos de
um conjunto de variáveis proposi-
cionais V ar = {p0,p1,p2, ...}; os co-
nectivos: ¬ (negação), ∧ (conjun-
ção), ⊃ (implicação) e ∨ (disjun-
ção); e símbolos de parênteses: ( e ).
O conjunto For das fórmulas de L
é o menor conjunto de expressões
de L que contém V ar e tal que va-
lem as seguintes condições:
i. se α ∈ For, então ¬α ∈ For;
ii. se α,β ∈ For, então (α ∧ β) ∈
For;
iii. se α,β ∈ For, então (α ⊃ β) ∈
For;
iv. se α,β ∈ For, então (α ∨ β) ∈
For
8Ver Goldblatt 2006 páginas 96 e 114-115.
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Um modo usual de se fazer se-
mântica para L é por meio do
conceito de matriz e valoração.
Apresento uma versão simplifi-
cada desses conceitos que servirá
para contextualizar as construções
que se seguem.
Uma matrix para L é uma tripla
M = 〈V al, t, {f¬, f∧, f⊃, f∨}〉
em que V al é um conjunto, t ∈
V al, f¬ : V al → V al e f∧, f⊃, f∨ :
V al ×V al→ V al.
Dado uma matriz M para L di-
zemos que v : For → V al é uma
valoração para L se valem as se-
guintes condições:
i. v(¬α) = f¬(v(α));
ii. v(α ∧ β) = f∧(v(α),v(β));
iii. v(α ⊃ β) = f⊃(v(α),v(β));
iv. v(α ∨ β) = f∨(v(α),v(β)).
Se α é uma fórmula de L, dize-
mos que α é M-válida, em símbo-
los M |= α, se v(α) = t para toda
M-valoração v.
Em um ambiente categorial E
(digamos um topos), uma matriz
com base em E é uma tripla
M=〈E(1,Ω),>:1→Ω,{f¬,f∧,f⊃,f∨}〉
em que E(1,Ω) é a classe dos mor-
fismos de 1 no classificador de su-
bobjetos, > : 1 → Ω é seu mor-
fismos associado e f¬ : Ω → Ω e
f∧, f⊃, f∨ : Ω ×Ω → Ω são morfis-
mos a serem definidos.
Vou mostrar que esses morfis-
mos podem ser definidos em cate-
gorias E que são mais gerais que
topos de tal modo que temos uma
noção de E-validade que implica a
existência de uma lógica associada
à E.
4. Categorias com morfismos ver-
dade
Passo, então, a introduzir um tipo
de categoria em que os morfismos
f¬, f∧, f⊃ e f∨ podem ser definidos.
(Na realidade, as definições são as
mesmas que encontramos para to-
pos. A diferença é que a categoria
de base é mais geral.)
Definição 2 Uma categoria E é
denominada uma categoria com
morfismos verdade (CTM) se as
seguintes condições forem satisfei-
tas:
CTM1. E é finitamente completa;
CTM2. E é finitamente cocom-
pleta;
CTM3. E tem classificador de su-
bobjetos;
CTM4. (0-AXIOMA). Em E, se
existe um morfismo a
f→ 0 (0 é ini-
cial em E), então f é um isomor-
fismo9.
Vou introduzir uma nomencla-
tura padrão. Se a é um E-objeto,
9A propriedade fundamental das categorias cartesianas fechadas mencionada acima torna-se o 0-Axioma das
CTM’s.
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então um morfismo 1→ a (1 é ter-
minal em E) é dito um elemento de
a. Nessa direção, o classificador de
subobjetos Ω será denominado o
objeto valor de verdade e > : 1→Ω
é um elemento de Ω dito o valor
de verdade verdadeiro.
Como dito acima, uma con-
sequência do 0-Axioma é que, em
uma CTM E, um morfismo do tipo
0 → a é um monomorfismo, As-
sim, usando o Ω-Axioma, fica de-
finido um E-morfismo ⊥ : 1 → Ω
que é o caráter de 01 : 0 1. (Ver
diagrama.)
1 Ω
0 1
..........................
....
χ01 =⊥
.............................
.
01
.............................
.>
..........................
....
01
Observe que nada impede que
> =⊥. Mas, nesse caso, temos que
E é uma categoria degenerada (to-
dos os objetos de E são isomorfos
entre si). O morfismo ⊥ : 1→Ω é
um elemento de Ω dito o valor de
verdade falso.
Se a é um E-objeto, denotamos
por
a× a× ...× a︸        ︷︷        ︸
n vezes
= an
o produto de n cópias de a (n é um
número natural positivo). Dado
uma CTM E, um morfismo verdade
em E é qualquer morfismo do tipo
Ωn → Ω para algum natural po-
sitivo n. (Note que Ωn não é um
exponencial em E.)
Vou mostrar que, em uma CTM
E, os morfismos verdade que cor-
respondem à negação, conjunção,
implicação e disjunção podem ser
definidos de modo usual (em to-
pos).
Seja E uma CTM com classifica-
dor > : 1 → Ω. Definimos os se-
guintes morfismos verdade:
1) f¬ : Ω → Ω é o caráter de
⊥ : 1 → Ω. O morfismo f¬ é dito
o morfismo negação.
2) f∧ : Ω ×Ω → Ω é o caráter
do morfismo produto 〈>,>〉 : 1→
Ω×Ω. O morfismo f∧ é dito o mor-
fismo conjunção.
3) f⊃ :Ω×Ω→Ω é o caráter do
equalizador e : Ω ×Ω dos mor-
fismos f∧ e pr1 (a primeira proje-
ção do produto). Note que, em
qualquer categoria, equalizadores
são monomorfismos. O morfismo
f⊃ é dito o morfismo implicação.
4) f∨ :Ω×Ω→Ω é o caráter da
imagem do morfismo coproduto
f = [〈>Ω,1Ω〉,〈1Ω,>Ω〉] :Ω+Ω→
Ω×Ω. O morfismo f∨ é dito o mor-
fismo disjunção.
Cabe mencionar nesse ponto
que em CTM’s é possível definir
para cada morfismo f : a → b o
morfismo imagem de f dado por
f (a)
imf→ b construído por meio de
um equalizador de um pushout de
f por f , isto é, um equalizador de
um colimite do diagrama b
f← a f→
b.
Com os morfismos verdade as-
sim definidos, podemos mostrar
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como os mesmos agem quando
aplicados aos valores de verdade
⊥ e >. Os resultados dessas ações
são reunidos nas tabelas usuais de
verdade com uma única exceção.
Para o morfismo negação, temos
a tabela:
x f¬ ◦ x
> ⊥
⊥ >
Para os outros morfismos ver-
dade temos:
Para a conjunção
x y f∧ ◦ 〈x,y〉
> > >
> ⊥ ⊥
⊥ > ⊥
⊥ ⊥ ⊥
Para a implicação
x y f⊃ ◦ 〈x,y〉
> > >
> ⊥ ⊥
⊥ > >
⊥ ⊥ >
Para a disjunção
x y f∨ ◦ 〈x,y〉
> > >
> ⊥ >
⊥ > >
⊥ ⊥ ?
Assim, restaria a prova de que
f∨ ◦ 〈⊥,⊥〉 =⊥.
A fim de se obter esse resultado,
tive que fortalecer a noção de cate-
goria com morfismos verdade adi-
cionando mais dois axiomas.
5. Proto-topos
Passo, então, a definir um tipo
de categoria que é uma CTM com
axiomas adicionais, mas que não
se constitui em um topos. Ainda
é matéria de investigação, se es-
ses axiomas adicionais podem ser
obtidos em categorias com morfis-
mos verdade.
Definição 3 Uma categoria E é de-
nominada um proto-topos se as
seguintes condições forem satisfei-
tas10:
PT1. E é uma CTM;
PT2. Em E, pullbacks preservam
epimorfismos;
PT3. Em E, coprodutos preser-
vam pullbacks.
Usando (PT2), pode-se demons-
trar o seguinte resultado11:
Em qualquer proto-topos E, se o
diagrama
c d
a b
..........................
....
v
.............................
.f
.............................
.
g
..........................
....
u
é um quadrado pullback, então
existe um morfismo h : f (a)→ g(c)
10Os axiomas adicionais correspondem aos Fatos 1 e 2 da seção Topos.
11Ver Goldblatt 2006, páginas 149-150.
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que torna o quadrado da direita
do diagrama
c g(c)
a f (a)
d
b
...............................................
.
g∗
...............................................
.
im(g)
..............................................
.
f ∗
..............................................
.
im(f )
...................................................
....
u
...................................................
....
h
...................................................
....
v
um quadrado pullback.
Com o lema e o axioma (PT3),
pode-se demonstrar o resultado
que falta para o morfismo disjun-
ção.
Assim, em um proto-topos E,
o comportamento de f∨ com res-
peito aos valores de verdade > e ⊥
é dado pela seguinte tabela.
x y f∨ ◦ 〈x,y〉
> > >
> ⊥ >
⊥ > >
⊥ ⊥ ⊥
que corresponde à tabela usual da
disjunção na lógica proposicional
clássica.
6. Algumas questões
Concluo o texto com um levanta-
mento de questões que têm o obje-
tivo de conduzir o trabalho na di-
reção de um estudo sobre os am-
bientes categoriais mais gerais que
são capazes de fornecer semân-
tica para linguagens proposicio-
nais usuais, nas linhas apontadas
acima.
Questão 1 O primeiro ponto a ser
investigado é se os axiomas de proto-
topos já são válidos nas categorias
com morfismos verdade. Se esse for o
caso, é claro que as CTM’s já consti-
tuiriam o ambiente categorial sufici-
ente para a definição dos morfismos
verdade com as propriedades deseja-
das.
Questão 2 Outro problema relaci-
onado com a questão acima é se,
nas CTM’s, vale um teorema aná-
logo ao teorema fundamental da te-
oria de topos. Se E é uma categoria
com morfismos verdade e a é um E-
objeto, então a categoria slice E ↓ a é
também uma categoria com morfis-
mos verdade. A mesma questão tam-
bém para os proto-topos.
Questão 3 Já é um resultado bas-
tante conhecido que as sentenças vá-
lidas em todos os topos são exata-
mente as teses da lógica intuicio-
nista. Como todo topos é uma CTM
ou um proto-topos, será que o resul-
tado continua valendo ou teríamos
uma lógica intermediária entre a ló-
gica clássica e a lógica intuicionista?
Questão 4 Encontrar exemplos de
CTM’s ou de proto-topos que não são
topos e também não são bivalentes.
A categoria SET ≤ℵ0 dos conjuntos
no máximo enumeráveis é um exem-
plo de CTM que não é um topos mas
que é bivalente, seu classificador de
subobjetos é o classificador usual de
SET que possui dois elementos.
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Questão 5 Desenvolver em catego-
rias com morfismos verdade ou
proto-topos o conceito de álgebra de
subojetos.
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